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3. a) Paramétricas:

x =2+ 3scosb, y=—4+5s(6+3send), z=-1+3s; 0e0,2n), seR.
4. Eliminaciéon de s: 3s = z + 1.
5. Eliminacién de 6:
3scosf =x—2 = cos@zx_z,
z+1
y—2z+2
3ssenf=y+4—6s=y+4—2(z+1) =>sen9:T.
z

6. b) Ecuacién cartesiana: con cos? 0 + sen?§ = 1,
(x — 2)? +(y—22+2)z =(z+1)>%

7. Comprobacion: con z = 2 queda (x—2)%+(y—2)? = 9; el vértice da 0+(—4+2+2)% = 0.
Resultado: x = 2+3scosf, y = —4+s5(6+3senf), z = —1 +3s; (x — 2)* + (y — 2z + 2)?
(z+1)%

Ejercicio 4C.5.2 - Cono que contiene a una elipse en z = 6
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 8.

Sea el cono C con vértice V(0, 2, 0) que contiene a la curva 9x2 + 4(y - 22-36=0,z=6.
Obtenga una ecuacién vectorial y una ecuacion cartesiana que definan a C.

Resolucién.

2 _9)2 N
1. Directriz: dividiendo entre 36, XI + % =1:q(0) = (2cos0, 2+ 3senb, 6).

2. Direccién: §(0) — v = (2cos 0, 3send, 6).
3. Ecuacién vectorial: p(0,s) = (0,2,0) + s(2cos 6, 3send, 6),0 € [0,271), s €R.
-2 2(y—2
4. Eliminacién: z = 6s = s = Z; cosf = X _ 3_x; send = Y=< _ M
6 2s 3s z

g . ox? 4y —2)?
5. Ecuac10n cartesiana: i + M
Z2 Zz

=1, es decir

9x? + 4(y — 2)% = 2%
Es un cono eliptico con vértice (0, 2,0) y eje paralelo al eje z (tres cuadrados con signos

mixtos igualados a cero).
Resultado: p(8,s) = (0,2,0) + s(2 cos 8, 3sen b, 6); 9x* + 4(y — 2)? = 22,

Ejercicio 4C.5.3 - Cilindro con directriz eliptica y generatrices oblicuas

Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 6.

Sea S la superficie cilindrica formada por rectas paralelas al vector # = 3i + 2k y que
contiene a la curva H : 9x% + 4y2 —36 =0, z = 3. Obtenga: a) una ecuacion vectorial de
S; b) unas ecuaciones paramétricas de S; c) una ecuacion cartesiana de S.

Resolucion.

2 2
1. Directriz: XT + % =1lenz=3:q() = (2cosh, 3senb, 3).
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4B.1.2 Curva en un plano paralelo a uno coordenado; ecuaciones cartesianas

Si una de las coordenadas es constante, por ejemplo z(t) = 3 para todo ¢, la curva esta en
el plano z = 3, paralelo al plano coordenado XY. Lo mismo con x = k (paralelo al plano
YZ) o y = k (paralelo al plano XZ).

Una curva en el espacio se describe en forma cartesiana con dos ecuaciones (dos superfi-
cies que se cortan en ella). Para una curva plana son la ecuacién del plano y la de la curva
dentro de él:
+2? x-1)°
C: 4 9
z=3

=1

La primera ecuacion, sola, seria una superficie (un cilindro); la segunda la recorta al
plano. Por eso el examen pide «unas ecuaciones cartesianas» o «una pareja de ecuaciones
cartesianas»: siempre son dos.

4B.1.3 Identidades para eliminar el parametro

Para obtener las ecuaciones cartesianas se elimina el parametro. Con funciones trigono-
métricas se despejan sent, cost, tant... y se usa una identidad:

sen’t + cos’t = 1, sec’t —tan?t = 1, csc?t —cot?t = 1,

1
csct = ——

C082t=1—2561’12t:2C052t—1, .
sent

sen 2t = 2sent cost,

Si aparece cost + sent y cost — sent, se usa (cost + sent)? + (cost — sent)? = 2. Si el
parametro aparece sin funciones trigonométricas (x = 2t, z = %) se despeja t de una
ecuacion y se sustituye en las otras.

4B.1.4 Cénicas en forma paramétrica

En un plano con coordenadas (u, v) (dos de x, y, z; la tercera es constante), con centro o
vértice (h, k):

Coénica Paramétricas Cartesiana
Circunferencia u=h+rcost,v=k+rsent w—h?+w-k?=r
: _ _ (u=h)*  (v=k? _
Elipse u=h+acost,v=k+bsent ot =1
Hipé _ _ (u=h)* _ =k _
ipérbola u=h+asect,v=k+btant = =1
2
Parabola u:h+t,v:k+i—p w-hP=4p(v-k)

En la elipse y la circunferencia, t € [0, 2) recorre la curva una vez. En la hipérbola,
te (—% %) dalaramaconu > h+a(sect >0)yt e (7r 3—”) la otra. El eje focal de la

2072
hipérbola es el de la variable que lleva sec.
Elementos que se piden al identificar: centro (o vértice en la parabola), plano que la
2 2=a’+b?enla

contiene, semiejes a y b, vértices, focos (con ¢* = a®—blenla elipse, ¢
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2. Direccién de la generatriz: G(0) — v = (=1 +2cos0, 3+ 3sen0, —6).
3. a) Ecuacion vectorial:

S: p(@,s)=(0,0,6)+s(—1+2cosf, 3+3send, —6), 6¢€[0,27), sER.

4. Paramétricas: x = s(—1+ 2cosf), y =s(3 + 3senb), z = 6 — 6s.
5. Eliminacion de s: de la tercera, s = 6 g Z.

6. Eliminacién de 0: de las dos primeras,

cost = (1) t6-z
2 \s

206—-2)
1/(Y 6y—18+3z 2y+z—6
sen@z—(——?}): = .
s 3(6 —z) 6—2z
7. Identidad: cos® 0 + sen?0 = 1:
(6x — z + 6)* (2y+z—6)2_
4(6 — z)? 6-2?2

8. b) Ecuacién cartesiana: multiplicando por 4(6 — z)?,
(6x —z+6)2 +4(2y +z—6)? = 4(z — 6),

que desarrollada es 36x% + 16y? + 22 — 12xz + 16yz + 72x — 96y — 12z + 36 = 0.
9. Comprobacién: V(0,0,6): 0+4-0 = 0, se cumple. Con z = 0: (6x+6)?+4(2y—6)? =
144, es decir 36(x + 1)? + 16(y — 3)? = 144, que es la directriz.
Resultado: 5(0,s) = (0,0,6) +s(—1+ 2cosf, 3+ 3senh, —6); (6x — z + 6)* + 4(2y +
z—6)% = 4(z — 6)2.

Ejemplo resuelto - Identificacion con intervalos de variacion
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 6.

Para cada una de las siguientes ecuaciones cartesianas, identifique el lugar geométrico
que representan, indicando los intervalos de variacion para x, y, z:

a)x?+y? +4x— 6y —z+12=0; b)(x— 12+ (y -2+ (z+3)% =4

—3)? —5)? +2)?
NCE O N
9 4 9
Resolucion.
1. a) Completar cuadrados: (x? + 4x + 4) + (> =6y +9)—z+12—-4—-9 =0, es
decir

(x+22+(@y-3)P=z+1

» Tipo: dos cuadrados del mismo signo igualados a una variable lineal: se cumple
la forma del paraboloide eliptico; los denominadores son iguales, asi que es
paraboloide circular (de revolucion).
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«bosquejar la grafica de C», «enel  dibujo en su plano, con 4B.3.5

plano z = 3» ejes 3D

la curva dada con dos ecuaciones  paramétricas y vectorial 4B.3.6

cartesianas, o una conica con

«centro» y «semiejes»

4B.3 Procedimientos

4B.3.1 Paramétricas y ecuacion vectorial

1.

De vectorial a paramétricas: cada componente de p es una ecuacién: p = (1 +
3tanf, —2 + 2secl, 3)dax =1+3tanf, y = -2 + 2sec, z = 3.

. De paramétricas a vectorial: p(t) = (x(t), (), z(t)), o separando punto fijo y térmi-

nos con el parametro: p = (~2,1,5) + 3costi+ 4 sent k.

. Simplifica lo que se pueda antes de seguir: % = 4senf, — = secf. Anota el

1
. i R X cO cos@
intervalo del pardmetro junto a las ecuaciones.

4B.3.2 Ecuaciones cartesianas e identificacion

1.
2.
3.

Plano: la coordenada constante da la primera ecuacién (z = 3).

Despeje: de las otras dos, aisla la funcién trigonométrica: tan 6 = 1 sec = yT+2
Identidad: sustituye en la identidad de la seccién 4B.1.3. Con cos 26, escribelo como
1 — 2 sen® 0 si la otra ecuacién trae sen 6, o como 2 cos® — 1 si trae cos 0.

. Forma ordinaria: ordena la ecuacion como en la tabla de la seccién 4B.1.4 (completa

cuadrados si la curva viene en forma general).

. Identificacién: nombre de la conica y elementos: plano, centro o vértice, eje focal

(paralelo a qué eje), semiejes, vértices, focos; asintotas o directriz si aplica. Con la
tercera coordenada en cada punto.

. Recorte: si la extension (4B.3.4) no cubre toda la cénica, dilo: «arco de parabola»,

«semicircunferencia», «elipse sin los puntos ...».

4B.3.3 Intervalo paramétrico

1.
2.

Si el enunciado da el intervalo, ese es; pasa al paso 4.
Para cada componente, escribe su condicion: radicando > 0 (o > 0 si la raiz esta en un
denominador), denominador # 0, puntos excluidos de tan, sec, csc, cot.

. Intersecta las condiciones: t > —4y =5 <t < 5 dan (-4, 5].
. Escribelo con intervalos. Si es peridédico, da también un periodo que recorra la curva

una vez.

4B.3.4 Extension (intervalos de variacion)

1.
2.

Para cada coordenada, calcula el recorrido de su funcién en el intervalo paramétrico.
Trigonométricas: parte de —1 < sent < 1 (o del intervalo de sent en el intervalo
dado), 0 < sen®t < 1, |sect| > 1, tant € R, y aplica las operaciones de la componente
(multiplicar por un negativo invierte la desigualdad).
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«identificar la superficie nombre y 4C3.4
representada por...» (varias caracteristicas
ecuaciones)
«intervalos de variacion», extension 4C.3.5
«conjunto de valores de z»
«trazas con los planos XZ y YZ»,  coénicas de corte 4C.3.4, paso 5
«curva interseccién con el plano
z=k»
4C.3 Procedimientos
4C.3.1 Cono por el método de las generatrices

12 AY)
1. Parametriza la directriz g(0). Si es la elipse (xa—zh) + % =1lenelplanoz =1I:

4(0) = (h+acosh, k+bsenb, I). Si viene como 9x? + 4(y — 2)* = 36, divide primero
entre 36.
. Direccién de la generatriz: §(0) — v, del vértice al punto de la directriz.
. Ecuacién vectorial: p(0,s) = v + s(g(6) — ¥), con 6 € [0, 27), s € R.
. Paramétricas: las tres componentes de la anterior.
. Eliminacion de s: la componente que corresponde al plano de la directriz es lineal en
s (por ejemplo z = 6 — 65s); despeja s.
6. Eliminacion de 0: de las otras dos componentes despeja cos@ y sen@ (aparecen
divididos entre s) y sustituye en cos? 6 + sen® 6 = 1.
7. Simplifica: multiplica por el denominador comun; deja la ecuacién como una igualdad
de cuadrados.
8. Comprueba con dos cosas: el vértice satisface la ecuacion, y al hacer z = [ se recupera
la directriz.

(S SO V]

4C.3.2 Cilindro por el método de las generatrices

. Parametriza la directriz (0) como en 4C.3.1.

. Ecuacién vectorial: p(0, s) = g(0) + s, con i el vector de las generatrices.

. Paramétricas: sus tres componentes.

. Eliminacién de s: en la componente del plano de la directriz (z = 3 + 2s) despeja s.
. Eliminacion de 0: despeja cos 0 y sen 6 (o sec y tan 6) y usa la identidad.

. Comprueba: con s = 0 (es decir, en el plano de la directriz) se recupera la directriz.

QN U R W N =

Observacion. Si las generatrices son perpendiculares al plano de la directriz, o si el
enunciado describe «circunferencias en planos paralelos con centro en una recta», el
cilindro es recto: la vectorial es p = G(f) + s igual, y la cartesiana es la ecuacion de la
directriz sin la variable de u.

4C.3.3 Parametrizar la directriz
x?, @2

1. Elipse o circunferencia: lleva ala forma == + =~ = 1yusa X = acos0,Y = bsen0.

2 2
2. Hipérbola: % - };—2

= 1 se parametriza con Y = asecf, X = btan, y la identidad
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paralelo al eje y (el término positivo es el de y);a = 2,b =3,¢ =4+ 9 = \/13.
= vértices V(1,-2 = 2,3): V1(1,0,3) y V5(1,—4,3);
» focos F(l, -2+ \/ﬁ,S);

= asintotas: y +2 = i%(x —-1),z=3.
3

Con 0 € (—% E), sec > 1y y>0:ramade Vj;conf € (% >

2
de V. Se recorren las dos ramas completas.

6. ¢) Bosquejo: el plano z = 3, el centro, los vértices, las asintotas y las dos ramas.

), y < —4: rama

z

Vo(1,-4,3)

/Vl(l,o, 3)

y ,
Resultado: intervalo 8 # % +km;C: @ _ Gy

(1,—-2,3), eje focal paralelo al eje y, a = 2, b = 3, vértices (1,0,3) y (1,—4, 3), focos

(1, -2 +13,3).

= 1, z = 3: hipérbola de centro

4B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4B.5.1 - Parabola con coseno del angulo doble
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 5.
SealacurvaC: x = 4senf, y = 2cos20, z = 3; 0 > 0. a) Obtenga las ecuaciones

cartesianas de C y el intervalo de valores para x, y y z. b) Bosqueje la grafica de C en el
plano z = 3.

Resolucién.

1. a) Identidad: como x trae sen#, se usa cos20 = 1 — 2 sen® @ con senf = ﬁ:

2 2
y=2(1—2~’1‘—6>:2—% = x=-4y-2)

2. Cartesianas: C: x? = —4(y — 2), z = 3. Parébola de vértice V(0, 2, 3), eje paralelo al

eje y, 4p = —4, p = —1: abre hacia las y negativas, foco (0, 1, 3), directriz y = 3, z = 3.
3. Intervalos (6 > 0 contiene periodos completos): —1 < senf < 1da x € [—4,4];
—1<cos20<1daye[-22];z=3.
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4C.1.6 Tabla de reconocimiento

2 2 2
Después de completar cuadrados y pasar todo a la forma tX—Z 1;— + f—z =1, 00-1(con

+
X = x — h, etc.), o con una variable lineal, la superficie se lee de los signos:

Forma (tras completar cuadrados) Superficie

tres cuadrados, todos +, = 1 elipsoide (esferasia =b =c)

tres cuadrados, todos +, = 0 un punto (el centro)

tres cuadrados, todos +, = —1 ningn punto (vacio)

tres cuadrados, dos + y uno —, = 1 hiperboloide de una hoja; eje: la
variable con —

tres cuadrados, uno + y dos —, = 1 hiperboloide de dos hojas; eje:

la variable con +

tres cuadrados con signos mixtos, = 0 cono; eje: la variable de signo

solitario

dos cuadrados del mismo signo = término lineal de la  paraboloide eliptico; eje: la
tercera variable lineal

dos cuadrados de signo contrario = término lineal de  paraboloide hiperbdlico
la tercera

dos cuadrados, + y +, = 1; falta la tercera variable cilindro eliptico (circular si

a=>b)

dos cuadrados, + y —, = 1; falta la tercera variable cilindro hiperbdlico

dos cuadrados, + y —, = 0; falta la tercera variable dos planos que se cortan

dos cuadrados, + y +, = 0; falta la tercera variable una recta

un cuadrado y una variable lineal cilindro parabélico

un solo cuadrado = constante (x? = c) dos planos paralelos, uno, o

vacio

Una ecuacién con signo —1 a la derecha se multiplica por —1 antes de usar la tabla:

2 2 2 2 2 2
% - yT + % =—-les L — X _Z — 1 un hiperboloide de dos hojas de eje y.

4C.1.7 Qué es «identificar» una superficie
El enunciado dice siempre que la identificacion «requiere mas informacion que el nombre».
Para cada ecuacion se escribe:

1. Nombre completo: «hiperboloide de una hoja», «paraboloide eliptico», «de revolu-
cion» si dos denominadores son iguales.

2. Centro (elipsoide, hiperboloides, esfera) o vértice (paraboloides, cono); en el parabo-
loide hiperbélico, el punto silla.
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C(0,0,4)
v, v

2 2
Resultado: C: )1(—6 + Z—‘l =1, z = 4: elipse de centro (0,0, 4), eje mayor paralelo al eje y,

a=3y6,b = 4, focos (0, £1/38,4).
Ejercicio 4B.5.3 - Intervalo paramétrico y extension con raices
Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 6.

Sea la curva C de ecuacidén vectorial

ﬁz(\/iﬁ)i+(\/ﬂ)j+<\/£ﬁ+l)f<,

Obtenga: a) unas ecuaciones paramétricas de C; b) el intervalo paramétrico; c) el conjunto
de valores que pueden tomar las coordenadas x, y y z de los puntos de la curva.

Resolucion.
1. a)x:L,y: 2512,z = 6 +1.
Vt+4 Nt+4

2. b) Condiciones: en x y z la raiz est4 en el denominador: t +4 > 0,t > —4. En y:
25 — 12 > 0, —5 < t < 5. Interseccion: t € (—4, 5].

3. ¢) x: t + 4 recorre (0,9], asi que vVt +4 € (0,3] y x = \/%74 es decreciente: x = 1 en

t =5y x — oo cuando t — —4%. Entonces x € [1, ).
4. y:en (—4,5], t? toma todos los valores de [0,25] (t = 0 da 0; ¢ = 5 da 25). Entonces
25—t2 €[0,25]y y €[0,5].

S _,. .3 ~ :
5. z:z2=2 m+1 2x+ 1;con x € [1,), z € [3,00).

Observacion. De z = 2x + 1 se ve que la curva esta en ese plano, que no es paralelo a
uno coordenado; el problema solo pide intervalos, no la identificacion.

Resultado: intervalo paramétrico (—4,5]; x € [1,0), y € [0,5], z € [3, ).
Ejercicio 4B.5.4 - Parabola en el plano x = 5: de cartesianas a paramétricas
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 5.

SealacurvaC: x =5, y>— 2y — 4z +9 = 0. a) Obtenga unas ecuaciones paramétricas
de C. b) Determine una ecuacién vectorial de C. c) Identifique a C y bosqueje su grafica.

Resolucion.
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. . . x z . .
Hiperboloide de dos hojas. -5 -5 +t5=Lluu cuadrado positivo, dos negativos,
a c
igualados a +1. El eje es el de la variable con signo mas. Los vértices son (0, 0, +c); entre
ellos no hay superficie: |z| > c. Las trazas z = k con |k| > ¢ son elipses; las trazas con x = 0

y ¥ = 0 son hipérbolas.

2
y—z = 2. dos cuadrados del mismo signo y la tercera variable
lineal. El eje es el de la variable lineal; el vértice, el origen. Abre hacia donde la variable
lineal tiene el signo de los cuadrados (z > 0 si ¢ > 0). Las trazas z = k > 0 son elipses; las
trazas con x = 0 y y = 0, parabolas. Si a = b es un paraboloide circular (de revolucion).

2
Paraboloide eliptico. x_2 +

2

Paraboloide hiperbdlico (silla de montar). }b)_z -5 = 2. dos cuadrados de signo
a c

contrario y la tercera variable lineal. El origen es el punto silla. La traza con x = 0 es

x2
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Resultado:x =-2+3cost,y=1,z=5+4sent,t € [0,27); p = (=2,1,5) + 3costi+
4sentk.

Ejercicio 4B.5.6 - Hipérbola con secante y tangente (Plan 2016)

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-1, tipo A, problema 5.

Sea la curva C representada por F(t) = (1, 2sect, 4tant). Determine: a) unas ecuaciones
paramétricas de C; b) unas ecuaciones cartesianas de C e identifiquela.

Resolucién.

1. a)x =1,y =2sect,z =4tant,cont # %-l—kn'.

2. b) Despeje: sect = %}, tant = i. Con sec?t — tan®t = 1:

Y _Z2_,
C 4 16
x=1

3. Identificacién: hipérbola en el plano x = 1, centro (1,0, 0), eje focal paralelo al eje
yia=2b=4,c=+Ja+16 = 2.5. Vértices (1,+2,0), focos (1,t2\@, 0), asintotas
z==x2y,x=1.

2 2
Resultado: yT - % = 1, x = 1: hipérbola de centro (1,0,0), vértices (1,=2,0), focos

(1,£245,0). Es el mismo tipo que el ejemplo 4B 4.

4B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4B.

Ejercicio propuesto 4B.6.1
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 6.

Sea la curva C de ecuacidon vectorial ﬁ = (—1 +2cosf, 5, 3+ L@) a) Obtenga las
c
ecuaciones cartesianas de C. b) Bosqueje la grafica de C e identifiquela.

2 _2)\2
Resultado: @ + % =1, y = 5: elipse de centro (-1, 5, 3), eje mayor paralelo al
eje z, a = 4, b = 2; sin los puntos (1,5,3) y (-3, 5, 3).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 149.

Ejercicio propuesto 4B.6.2
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 4.
Sea la curva C representada por p = ( —3, 2—5sen?t, 4—3sen t), a) Determine unas

ecuaciones paramétricas de C y el intervalo paramétrico asociado a ellas. b) Determine
unas ecuaciones cartesianas de C, asi como los intervalos de variacion de y y z.

Resultado: x = -3,y =2— 5sent,z=4—3sent,t € R; (z — 4)? = —g(y— 2), x = -3;
yel[-3,2],z€[1,7]

— Resolucién en el Apéndice E, p. 150.
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= Cilindricas: formadas por rectas paralelas a un vector que pasan por una curva.
= Conicas: formadas por rectas que pasan por un punto fijo y por una curva.

Un cono o cilindro con directriz cénica es a la vez cdnico (o cilindrico) y cuadrico; si la
directriz es otra curva, la superficie ya no es cuadrica.

4C.1.2 Superficies cilindricas

Una superficie cilindrica es el conjunto de rectas paralelas a un vector # que cortan a una
curva D. La curva D es la directriz; cada recta, una generatriz. Si D esta dada por ¢(9),
cada punto de la superficie es un punto de D mas un multiplo de u:

S: p0,s) = qd) +si.

Con s fijo se obtiene una copia de la directriz trasladada; con 0 fijo, una generatriz (figura).

o
/17

En el examen la directriz es siempre una conica en un plano paralelo a uno coordenado
(z =3, x =0), yuno es paralelo a ese plano. Si u es perpendicular al plano de la directriz,
el cilindro es recto y su ecuacion cartesiana es la de la directriz sin la variable que falta:
x% + 2% = 4 es un cilindro circular recto de eje y.

4C.1.3 Superficies conicas

Una superficie conica es el conjunto de rectas que pasan por un punto fijo V, el vértice, y
por los puntos de una curva D, la directriz. La generatriz que pasa por el punto g(0) de
la directriz tiene direccién ¢(0) — v, asi que

S: p(0,s)=v+s (Ej(@) - \7),

donde ¥ es el vector de posicién de V. Con s = 0 se obtiene el vértice; con s = 1, la directriz;
con s < 0, la otra hoja del cono, del otro lado del vértice.
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4. Confundir el eje focal de la hipérbola. Es el de la variable con signo positivo
en la forma ordinaria (la que lleva sec en las paramétricas), no el de la que tiene el
denominador mayor.

5. Intervalo paramétrico con desigualdad no estricta en un denominador. ﬁ
exiget > —4,not > —4.

6. Dar la extension de la conica completa. Con x = 4 sen@ la parabola solo llega a
|x| < 4; la extension sale de las paramétricas, no de la cartesiana.

7. Olvidar los puntos excluidos. Con ﬁ los valores @ = k7 no estan en el intervalo y
la elipse pierde dos puntos.

8. Invertir la desigualdad mal. Con z = 4 — 3 sent, sent = 1 da el minimo z = 1,no el
maximo.

4B.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Vectorial p(t) = (x(t), y(), z(t)) = paramétricas x = x(t), y = y(t), z = z(t).

= Cartesianas de una curva plana: dos ecuaciones, la conica y el plano (z = k).

s sen®t+cos’t = 1-sec’t—tan®t = 1-csc?t—cot?t = 1-cos 2t = 1-2sen’t = 2 cos®t—1
-sen 2t = 2sent cost.

» (cost + sent)? + (cost — sent)? = 2.

= Elipse:u = h+acost,v =k+bsent - hipérbola: u = h+asect,v = k+btant - parabola

(u—h)2:4p(v—k):u:h+2t,v:k+%.

= Elipse ¢ = a® — b?; hipérbola ¢? = a® + b?, asintotas v — k = ig(u — h) (eje focal en w).

= Intervalo paramétrico: dominio comuin (\/’ > 0; % > 0; tan,sec: t # % + kr;

cot,csc: t = k).
» Extension: recorrido de x(t), y(t), z(t) en el intervalo; 0 < sen?t < 1, sect| > 1.

4B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe las paramétricas (o la vectorial) aunque no las pidan: de ahi sale todo.

2. Intervalo paramétrico: una condicién por componente, e interseccion.

3. Extension: recorrido de cada coordenada, partiendo de —1 < sent < 1 o de la monoto-
nia.

4. Elimina el parametro con la identidad que corresponde; escribe la cénica en forma
ordinaria y el plano.

5. Identifica: nombre, centro o vértice, eje focal, semiejes, vértices y focos, con la tercera
coordenada; di si la extension recorta la conica.

6. Bosquejo: plano, centro, vértices, asintotas y la curva solo en su extension.

Si no sale la identidad, el intervalo paramétrico y la extension ya valen buena parte del
problema.
4B.10 Con la computadora

El programa sustituye las paramétricas de la hipérbola del ejemplo 4B.4 en su ecuacion
cartesiana y comprueba que se cumple para todo 0: asi se revisa una eliminacién del pa-
rametro. Para verla, sympy.plotting.plot3d_parametric_line(x, y, z, (t,
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hipérbola, p en la parabola), asintotas de la hipérbola y directriz de la parabola. Todos
son puntos o rectas del espacio: llevan la tercera coordenada constante.

4B.1.5 Intervalo paramétrico

Elintervalo paramétrico es el conjunto de valores del parametro para los que la ecuacién
vectorial esta definida: el dominio comiin de las tres funciones x(¢), y(t), z(t). Si el enunciado
da un intervalo (6 > 0, —% <t < %) es ese. Las restricciones vienen de:

. o1 . . 1.
= raices de indice par: \/u exige u > 0; en un denominador, T; exigeu > 0;

» cocientes: denominador # 0; % excluye t = 0;
= trigonométricas: tant y sect excluyen t = % + ko; cott y csct excluyen t = k.

Con funciones periddicas basta dar un periodo que recorra la curva una vez (por ejemplo
[0, 27) sin los puntos excluidos), o todos los reales sin los puntos excluidos.

4B.1.6 Extension: intervalos de variacion

La extension de la curva son los intervalos de variacién de x, y y z: el conjunto de valores
que toma cada funcién en el intervalo paramétrico (su recorrido). Es lo que el examen
llama «el conjunto de valores que pueden tomar las coordenadas».

La extension puede recortar la conica: las ecuaciones cartesianas describen la conica
completa, pero las paramétricas solo recorren una parte. Casos tipicos:

» y =2co0s20, x = 4senb: la cartesiana es una parabola completa, pero x| < 4y y > —2;
solo se recorre un arco (figura del ejercicio 4B.5.1);

" y:a—bsenzt: como 0 < sen’t<1,yvadea—baag
= raices: y = 2sent,z = 2cost cont € f—% %] da z > 0: media circunferencia;

—_ = 3+ 4sen0 no existe donde sen = 0, asi que ala

= puntos excluidos: z = 3 +
cscl

elipse le faltan dos puntos.

4B.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«ecuacién vectorial» p = (...) y reescribir componente 4B.3.1

«unas ecuaciones paramétricas»,  por componente

o al revés

«ecuaciones cartesianas», «una eliminar el pardmetro, 4B.3.2

pareja de ecuaciones», nombre y elementos

«identificarla»

sec y tan; csc; cos 20; cos = senf  la identidad que 4B.3.2
corresponde

«intervalo paramétrico» dominio comun de las 4B.3.3
funciones

«intervalos de variacion», recorrido de cada funciéon  4B.3.4

«conjunto de valores de x, y, z»
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= Vértice (—2,3,—1); eje la recta x = —2, y = 3, paralela al eje z; abre hacia z
positivo.
= Trazas: z = k > —1, circunferencias de centro (2,3, k) y radio vk + 1; plano
x = —2, parébola (y — 3)2 = z + 1; plano y = 3, parabola (x + 2)? = z + 1.
= Intervalos: el primer miembro es > 0, asique z+ 1 > 0: z € [-1,0); x R,
yeR
2. b) Tipo: tres cuadrados con el mismo coeficiente, todos positivos, igualados a una
constante positiva: se cumple la forma de la esfera.
= Centro (1,2, -3), radio 2. Simétrica respecto a cualquier plano que pase por el
centro.
» Trazas: con el plano z = —3, la circunferencia (x — 1)? + (y — 2)? = 4;con x = 1
y ¥ = 2, circunferencias de radio 2.
» Intervalos: x € [1-2,1+2] =[-1,3], y € [0,4], z € [-5,—1].
3. ¢) Forma ordinaria: multiplicando por —1,

(y —5)° _(x—3)2 _(z+2)2 B
4 9 9

1.

= Tipo: tres cuadrados, uno positivo y dos negativos, igualados a 1: se cumple la
forma del hiperboloide de dos hojas; no se cumple la de una hoja (habria dos
positivos). Denominadores de x y z iguales: es de revolucion.

= Centro (3,5, —2); eje larecta x = 3, z = —2, paralela al eje y; vértices (3,3, -2)

y (3,7,-2).
_5)2 _3y2
= Trazas: plano z = —2, hipérbola @ - % = 1; plano x = 3, hipérbola
G-5°%  (z+2)® _ 1: ol _ - ol _ . f .
“5 — 5 = Lplano y = 5, ningin punto; plano y = 9, circunferencia

(x=32+(z+2)?%=27.
(=3 | (z+2)° _ =5°
9 T 4

= Intervalos:
x€R, zeR
Resultado: a) paraboloide circular, vértice (—2,3,—1), eje paralelo a z, x,y € R,
z > —1; b) esfera de centro (1,2, —3) y radio 2, x € [-1,3], y € [0,4], z € [-5,—1]; ¢)
hiperboloide de dos hojas de revolucidn, centro (3,5, —2), eje paralelo a y, x,z € R,
y € (—00,3] U [7, ).

—120=|y—5|>2:y € (—00,3]U[7,00);

4C.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4C.5.1 - Cono con directriz circular en z = 2
Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 5.
Sea el cono S con vértice en V(2, -4, —1) y cuya interseccion con el plano z = 2 es la curva

de ecuacion (x — 2)% + (y — 2)? = 9. Obtenga para S: a) unas ecuaciones paramétricas; b)
una ecuacion cartesiana.

Resolucion.

1. Directriz: circunferencia de centro (2, 2, 2) y radio 3: () = (2+3 cos 6, 2+3sen, 2).
2. Direccion: g(0) — v = (3cos0, 6 +3senb, 3).
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3. Raices y cocientes: si la funcidn es creciente o decreciente, evalta en los extremos del
intervalo y toma el limite en los extremos excluidos (x — oo cuando el denominador

tiende a 0).
4. La coordenada constante tiene un solo valor: z = 3.
5. Compara con la cénica completa: si la extension es menor, la curva es solo un arco.

4B.3.5 Bosquejo en su plano
1. Traza los ejes x, y, z en perspectiva (x oblicuo hacia el frente).

2. Dibuja el plano de la curva (un paralelogramo) y una linea guia desde el centro o el

vértice hasta el plano coordenado.

3. Marca el centro (o vértice), los vértices y, si aplica, las asintotas de la hipérbola, con

sus coordenadas completas.
4. Traza la curva solo en la extension obtenida; los puntos excluidos, vacios.

4B.3.6 De cartesianas a paramétricas

1. Lleva la ecuacién de la curva a la forma ordinaria (completa cuadrados).

2. Usa la tabla de la seccién 4B.1.4: en la elipse, u —h = acost yv—k = bsent; enla
parébola (u — h)? = 4p(v — k), toma u — h proporcional a t de modo que v quede sin

fracciones (y —1 =2t en (y —1)> = 4(z — 2) da z = 2 + 1?).

3. Sila cénica se da por sus elementos (centro, semiejes y a qué eje son paralelos), el

semieje paralelo a un eje multiplica a cost o sent en esa coordenada.

4. La coordenada constante es la tercera ecuacion. Escribe la ecuacion vectorial con 4B.3.1

y comprueba sustituyendo en la cartesiana.

4B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Hipérbola con tangente y secante

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 4.

Seala curva C representada por la ecuacion vectorial p = (1+3 tan 0, —2+2sec 6, 3). a)

Obtenga el intervalo paramétrico. b) Determine una pareja de ecuaciones cartesianas

de C e identifiquela. c¢) Bosqueje C.

Resolucion.

1. a) tan 0y sec 0 existen para cos§ # 0; z = 3 no restringe. El intervalo paramétrico
esOER, 0 = % + kr (k entero); para recorrer la curva una vez basta 0 € [0, 27)

P S 4
s E y =
2. b) Paramétricas: x = 1 +3tanf, y = —2 + 2sec, z = 3.
- +2
3. Despeje: tan6 = x_l secl = yT

4. Identidad sec®0 — tan® 0 = 1:

(y+2)2 B (x — 1)
C: 4 9
z=3

=1

5. Identificacidén: hipérbola en el plano z = 3, con centro C(1,-2,3) y eje focal
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3.
4.

para eliminar es sec’0 —tan?60 = 1. Con 0 € (—% %) U (% 37”) se obtienen las dos
ramas.

2
Parabola: Y2 = 4pX se parametriza conY = 0, X = f—.

El valor de la tercera coordenada es el del plano de la directriz (z = 0, z = 3, x = 0).

4C.3.4 Identificacion de una cuadrica

1.
2.
3.

6.

Ordena: pasa todo al primer miembro y agrupa por variable.

Completa cuadrados en cada variable que aparece al cuadrado con término lineal.
Forma ordinaria: deja los cuadrados a la izquierda y la constante (o la variable lineal)
a la derecha; divide para que la constante sea 1 (o 0).

. Caso por caso con la tabla 4C.1.6: cuenta cuadrados y signos, revisa si la constante

es 1, 0 0 —1 y si hay variable lineal; escribe cual forma se cumple y, si hay duda, cual no
se cumple.

. Caracteristicas: centro o vértice (los valores que anulan cada paréntesis), eje (recta

paralela al de la variable distinguida), semiejes (raices de los denominadores), trazas
con los planos por el centro (sustituye la variable del plano y nombra la cénica que
queda).

Extension, si la piden (4C.3.5), y simetrias.

4C.3.5 Intervalos de variacion (extension)

1.

Parte de la forma ordinaria. Para la variable z, despeja de modo que los otros cuadrados
Ge=h? | k) _ )
22 + - =2 — L

queden solos: por ejemplo,

C
. El primer miembro es > 0 y toma todos los valores no negativos: exige que el segundo

miembro sea > 0 y resuelve.

. Elipsoide y esfera: cada variable est en [h — a, h + a], etc. Hiperboloide de dos hojas:

la variable del eje cumple |z — I| > ¢; las otras, todos los reales. Paraboloide eliptico:
la variable lineal queda de un solo lado del vértice. Hiperboloide de una hoja, cono y
paraboloide hiperbdlico: todos los reales.

. Escribe el resultado con intervalos: z € (—o0, —1] U [1, ).

4C.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Cono con vértice en el eje z y directriz eliptica

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 5.
Sea el cono S con vértice en V(0, 0, 6) y cuya interseccion con el plano XY es la curva

(x+1)2+(y—3)2_
D: 4 9 B
z=0.

1

Obtenga para S: a) una ecuacidn vectorial; b) una ecuacion cartesiana.
Resolucion.
1. Directriz: es una elipse de centro (—1,3,0), semieje 2 en x y 3 en y:

q(6) = (—1+ 2cosh, 3+3send, 0), 6 ¢<]0,2r).
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4. Recorte: la parabola completa no tiene limite en x; aqui solo se recorre el arco con
|x| < 4, que va de (—4,—2,3) a (4, —2, 3) pasando por el vértice. Al crecer 6 el punto va
y viene sobre ese arco.

5. b) Bosquejo: el arco en el plano z = 3, con sus extremos.

Resultado: x> = —4(y — 2), z = 3: arco de parabola con vértice (0,2,3); x € [—4,4],
yel[-2,2],z=3.

Ejercicio 4B.5.2 - Elipse con suma y diferencia de seno y coseno

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 4.

SealacurvaC: x = 2v2cos6+ 2v2senb, y= 343 cos@ — 3v3senb, z = 4. Determine
unas ecuaciones cartesianas de C e identifiquela.

Resolucion.

1. Despeje: 2 = cos6 +send y A cosf —sen6.
22 343

2. Identidad: al sumar los cuadrados se cancelan los productos +2 sen 6 cos 0:
(cos @ + sen0)? + (cos@ — sen6)? = 2( sen® 0 + cos? 9) =2.

3. Sustitucion: ) ,
2 2
oY o, o XY
8 27 16 54

4. Identificacion: elipse en el plano z = 4, centro C(0, 0, 4), eje mayor paralelo al eje y
(54 > 16);a = V54 = 36, b = 4, ¢ = /54 — 16 = /38. Vértices (0, +34/6, 4), extremos
del eje menor (+4, 0, 4), focos (0, +4/38, 4).
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3. Eje: la recta paralela a un eje coordenado que pasa por el centro o el vértice, por
ejemplo x = 1, y = —2 (paralela al eje z). En un paraboloide, hacia donde abre.

4. Trazas: con los planos que pasan por el centro paralelos a los coordenados (o con los
planos coordenados), nombrando la cénica de cada una; y la traza z = k (o la del eje)
en general.

5. Extensidn (intervalos de variacion de x, y, z): de la forma ordinaria, despejando cada
cuadrado y pidiendo que sea > 0.

6. Simetrias: una cuadrica con centro es simétrica respecto a su centro y a los tres planos
que pasan por él paralelos a los coordenados; un paraboloide, respecto a su eje y a los
dos planos que lo contienen.

Los examenes no exigen los seis puntos, pero el nombre solo no vale: nombre, centro
o vértice, eje y dos trazas son el minimo seguro. Si el enunciado pide «intervalos de
variacién», la extension es obligatoria.

4C.1.8 Ecuacion vectorial de una cuddrica
Las cuadricas también se escriben con dos parametros. Basta conocer estas, que salen de
las identidades sen? + cos? = 1y sec? —tan’® = 1 ( € [0, 27)):
= Elipsoide: p = (asen¢@cos0, bsengpsend, ccosg), ¢ € [0,r].
= Hiperboloide de una hoja: p = (asec¢pcosf, bsecpsend, ctang), p € (—% %)
= Hiperboloide de dos hojas: p = (atan@cosf, btangsen6, csec ).
272 .
= Paraboloide eliptico ;C—Z + % =z: p = (arcosf, brsenf, ), r>o.

x2 32 2
= Cono Ftp=Zp= (ar cos @, brsen0, cr),r € R.
Con centro (h, k,[) se suma (h, k,[). En los examenes esto solo se pide para conos y cilindros,

por generatrices.

4C.2 Como reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«cono con vértice en V» y «cuya  ecuacidn vectorial (o 4C3.1
interseccion con el plano... es la paramétricas) y

curvax, 0 «que contiene a la cartesiana

curva»

«superficie cilindrica», «cilindro ecuacién vectorial (o 4C.3.2
con eje paralelo a v», «superficie ~ paramétricas) y

reglada... rectas paralelas al cartesiana

vector»

la directriz es una hipérbola o una  parametrizar la 4C33
conica sin centro en el origen directriz

«circunferencias de radio r... con cilindro recto 4C.3.2

centro en la recta L»
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1. Forma ordinaria: y?> — 2y + 1 = 4z — 9 + 1, es decir, (y — 1)? = 4(z — 2).
2. a) Parameétricas: con y — 1 = 2t queda 4> = 4(z — 2), z = 2 + t%

x =5, y=1+2t z=2+1% teR.

Comprobacion: (1+2)* —2(1+2t) -~ 4(2+1%)+9 = 1+4t + 41> —2— 4t —8 -4 +9 = 0.
3. b) Vectorial: p = (5, 1 +2t, 2+ %) = (5,1,2) + 2t j + t* k.
4. c) Identificacion: parabola en el plano x = 5, vértice V(5, 1, 2), eje paralelo al eje z,
4p = 4, p = 1: abre hacia las z positivas; foco F(5, 1, 3), directriz z = 1, x = 5; lado
recto 4.

Resultado: x =5,y = 1+2t,z =2+ 12 p=(G1,2)+2t]+ £ I;; parabola de vértice
(5,1,2), eje paralelo al eje z, foco (5,1, 3).

Ejercicio 4B.5.5 - Elipse dada por su centro y sus semiejes
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 3.
Determine unas ecuaciones paramétricas y una ecuacién vectorial de la elipse con centro

en C(-2,1,5), semieje menor de longitud 3 y paralelo al eje de las abscisas, y semieje
mayor de longitud 4 y paralelo al eje de las cotas.

Resoluciéon.

1. Plano: los semiejes son paralelos a x (abscisas) y a z (cotas); la elipse esta en el plano
y = 1 que pasa por el centro.
2. Paramétricas (seccion 4B.1.4): el semieje 3 multiplica en x, el 4 en z:

x = —2+ 3cost, y=1, z=5+4sent, t €10,2m).

3. Vectorial: p = (=2 +3cost, 1, 5+4sent) = (—2,1,5) + 3costi+ 4sentk.

2 Y
4. Comprobacion: @ + % =cos’t +sen?t =1, y = 1; focos ( -2,1,5% \/7)
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una parabola que abre hacia z positivo; la traza con y = 0, una parabola que abre hacia
z negativo; las trazas z = k # 0 son hipérbolas, y la traza z = 0 es un par de rectas.
Extension: todos los reales.

2 2 2
X Yy z . . . _—
Cono. = + —— — = = 0: tres cuadrados con signos mixtos igualados a cero. El vértice es
¢
el origen; el eje, el de la variable con signo solitario. Las trazas z = k # 0 son elipses, y las

trazas con x = 0 y y = 0 son pares de rectas (generatrices). Extensién: todos los reales.

Cilindros cuadricos. Falta una variable: la ecuacién es la de una cénica del plano de
2 2
las otras dos, y las generatrices son paralelas al eje de la variable que falta. % + ;:LZ =1

yZ

(cilindro eliptico), Z—ZZ -y =1 (cilindro hiperbélico), y = ax? (cilindro parabélico).

4C.1.5 Cuadricas trasladadas

Si el centro (o vértice) es (h, k, 1), en cada forma candnica se cambia x por x — h, y por

y—ky zpor z—1. El eje deja de ser un eje coordenado y pasa a ser una recta paralela a él:
2 2

en @ —(y+2)7>- % = lelejeeslarectay = —2, z = 1, paralela al eje x.

Cuando la ecuacion viene desarrollada (x? + 2y — 2x + 8y + 5z + 3 = 0), se completan
cuadrados variable por variable:

2 2
ax2+dx:a<x+i) —d—.
2a 4a

Los términos lineales de una variable que también esta al cuadrado desaparecen al com-
pletar el cuadrado; los de una variable que no esta al cuadrado se quedan y la convierten
en la variable lineal de un paraboloide (o de un cilindro parabdlico). Los examenes del
Plan 2010 no traen términos mixtos (xy, xz, yz).
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Ejercicio propuesto 4B.6.3

Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 4.

Sea la curva C representada por 7(0) = (3+sen 20)i1—7 j+(cos ) k. Obtenga: a) el intervalo
paramétrico; b) los intervalos de variacion para x y z; ¢) unas ecuaciones cartesianas de C.
Resultado: # € R (una vuelta en [0,27)); x € [2,4],z € [-1,1];y = =7, (x — 3)? =
422(1 - zz).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 150.

Ejercicio propuesto 4B.6.4
Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 4.

SealacurvaC: x=+9—-t-3, y=-1,z= 2

. a) Obtenga el intervalo paramétrico.

~
+
—_
[e)}

b) Determine el conjunto de valores para cada una de las coordenadas x y z de los puntos
de C.

Resultado: t € (—16,9]; x € [-3,2), z € [%w)

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 150.

Ejercicio propuesto 4B.6.5
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 1.
Sealacurva A: x = —1, y = 2sent, z = 2cost, para —% <t< % Determine: a) el

conjunto de valores de z donde esta definida; b) una ecuacion vectorial; c) las ecuaciones
cartesianas. Identifique la curva.

Resultado: z € [0,2]; p = (=1, 2sent, 2cost); y2 + 2% =4, x = —1, con z > 0: semicir-
cunferencia de centro (—1,0,0) y radio 2.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 151.

Ejercicio propuesto 4B.6.6
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 2.

., N . . 27 . .
Sea la curva C de ecuacion vectorial 7(t) = 81+ 2t j + i k. Determine: a) unas ecuaciones
paramétricas; b) las ecuaciones cartesianas; c) el intervalo paramétrico.
Resultado: x =8,y = 2t,z = %; yz = 4, x = 8 (hipérbola equilatera); t € (—o0,0) U (0, 00).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 151.

4B.7 Errores frecuentes

+2)° —1)? -
% - % = 1 sola es un cilindro; la curva

1. Una sola ecuacion cartesiana.
necesita también el plano z = 3.

2. Elementos sin la tercera coordenada. El centro de la hipérbola del ejemplo 4B.4 es
(1,-2,3),n0 (1,-2).

3. Usar la identidad equivocada con cos 26. Si la otra ecuacién trae sen#6, se usa
cos 20 = 1 — 2sen? 0, si trae cos 6, 2 cos 0 — 1.
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V(0,0,6)

4C.1.4 Cuadricas en forma canénica

Con centro (o vértice) en el origen y ejes sobre los ejes coordenados, las cuadricas tienen
las formas de esta seccién (a,b,c > 0). Se dibujan en alambre de trazas: las curvas que
dejan los planos z = k y los planos coordenados; lo que queda atras va discontinuo. El eje
de la superficie puede ser cualquiera de los tres: lo decide la variable que se distingue de
las otras (por signo o por no estar al cuadrado).
. . x? yz 22 . .y

Elipsoide. — + = + = = 1. Todas sus trazas son elipses (o un punto, o nada). Extension:
|x| < a,|y| < b, |z| < c. Sidos semiejes son iguales es de revolucion; sia=b=c=r,esla

esfera x> + y% + 2% =12,

2 2 2
y

z . .
= = 1: dos cuadrados positivos, uno negativo,

22
igualados a +1. El eje es el de la variable con signo menos. Las trazas z = k son elipses
para todo k (la menor, la garganta, en z = 0); las trazas con x = 0 y y = 0 son hipérbolas.

Es una sola pieza: x, y, z toman todos los reales en su rango natural.

Hiperboloide de una hoja. x_2 +
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-1.2, 1.2)) dibuja una rama si est instalada matplotlib. El programa usa la biblioteca
sympy de Python, que hace algebra exacta (fracciones, radicales, ): se instala con pip
install sympy y el codigo se copia tal cual.

Con la computadora

from sympy import symbols, tan, sec, simplify

t = symbols("theta")

X, Yy, z = 1 + 3*tan(t), -2 + 2*sec(t), 3

C = (y + 2)*%2/4 - (x - 1)*%2/9 - 1  # hipérbola en z = 3
assert simplify(C) == 0

print("se cumple para todo theta: hipérbola en z =", z)
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Unidad 4 - Parte C - Superficies cuadricas

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 4). «Aplicar los conceptos de superficies
cuadricas y curvas en coordenadas polares y cartesianas, asi como sus res-
pectivas ecuaciones, para visualizarlos graficamente empleando software.»

Contenido de esta parte. 4.3 Superficies cuadricas y su identificacién. Ecua-
ciones vectorial, paramétricas y cartesiana. Representacion grafica empleando
software.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, dos problemas en los 9 finales de Geometria
Analitica del Plan 2010 (16 problemas en total, un tercio del examen): un cono o un
cilindro por el método de las generatrices (8; siempre piden la ecuacion vectorial
y la cartesiana) y la identificacién de tres o cuatro cuadricas (8), casi siempre
trasladadas y con cuadrados por completar. Las cuadricas en forma vectorial
y paramétrica fuera de los conos y cilindros (seccién 4C.10) son nuevas en el
programa 2026: no hay examenes de ellas.

= Tiempo: de 5 a 6 horas para esta parte.

= Ruta corta:

1. Lee las secciones 4C.1.4 a 4C.1.6 (40 min): catalogo de cuadricas y tabla de
reconocimiento.

2. Aprende los procedimientos 4C.3.1 (cono) e 4C.3.4 (identificacion).

3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 4C.4 tapando la resolucién.

4. Resuelve los ejercicios 4C.5.1, 4C.5.3, 4C.5.7 y 4C.5.9 con crondémetro: 15 min
cada uno.

5. Termina con la seccién 4C.10 (forma vectorial y paramétrica, 30 min).

4C.1 Conceptos y expresiones

4C.1.1 Superficie: ecuaciones y clasificacion

Una superficie es un conjunto de puntos del espacio que depende de dos parametros (una

curva depende de uno). Se representa de tres maneras:

» Ecuacién vectorial: p(0,s) = (x(@, s), ¥(0,s), z(0, s)), con dos parametros 0 y s.

= Ecuaciones paramétricas: las tres componentes por separado, x = x(0,s), y = y(6, s),
z = z(6,s).

= Ecuacion cartesiana: una sola ecuacion F(x, y, z) = 0. Se obtiene de las paramétricas
eliminando los dos parametros.

Clasificacion. Las superficies del programa se agrupan asi:

= Cuadricas: su ecuacion cartesiana es de segundo grado en x, y, z. Son el elipsoide (y la
esfera), los hiperboloides de una y de dos hojas, los paraboloides eliptico e hiperbdlico,
el cono y los cilindros de base conica.

109



